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Introducción
ȱ ȱ ȱ ȱ ȱȱȱȱ





àȱȱ ǰȱȱ ȱ ·ȱ ȱ ȱ
manipuladores paralelos por sus ventajas competitivas 
sobre los robots tipo serie.
ȱȱȱęȱȱ£¤ȱȱ-
ȱ¤ȱ£ȱȱȱȱĚ¡ȱȱȱ
ȱȱ ǻȱ¢ǰȱ ŘŖŖşǼǯȱȱ ȱ ȱȱ
manipuladores paralelos los principales avances en 






ȱ ¢ȱ ȱ ¤ȱ ȱ ȱ
ȱęȱȱȱȱ ȱȱȱ
ȱǰȱȱȱȱȱ	ȱ
et alǯȱ ǻŘŖŖŗǼǰȱ ȱ ǻŘŖŖŝǼǰȱ 	ȱ ǻŘŖŖŝǼǰȱ 
ȱ et al. 
ǻŘŖŖşǼȱ¢ȱȱet alǯȱǻŘŖŗŗǼȱ¢ȱȱȱȱ-
trategia aplicada a robots manipuladores paralelos.
ȱȱ ǰȱ ȱȱÛȱȱÇȱȱ
las dimensiones de los parámetros geométricos del ma-
ȱȱęȱȱ£ȱȱę-
ǯȱȱ¤ȱ ǻȱ et al.ǰȱ ŘŖŖśǼǰȱ ȱȬ 
ȱ	Ȭ ȱęȱȱȱȱ¢ȱ
ȱǻŗşşŞǼȱ¢ȱȱȱȱȱȱȱ¢ȱ
ȱ ǻŘŖŗŘǼȱ ¢ȱ ȱ ȱ ȱ ǰȱ ȱ
ǰȱȱȱøȱȱȱ-
¤ǰȱȱȱȱȱȱ¤-
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Çȱȱȱ£ȱȱÛȱȱ
manipulador.
En el presente trabajo se estudia el efecto generado 
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desempeño cinetostático del manipulador.
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Descripción geométrica 
En este trabajo se toma como modelo de estudio una 
àȱ ȱ ȱȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ęȱ ¢ȱ
ȱ àȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ¤ȱ
·ȱǻęȱŗǼǯ
ȱȱȱȱȱęȱŗǰȱȱȱȱ-
ferencia global (XǰȱYǰȱZǼȱȱęȱȱȱȱO en el 
ȱȱȱȱęǯȱȱȱXȱ¢ȱYȱ¢ȱȱȱȱ
ȱȱȱęȱ¢ȱȱȱZȱȱȱȱ-
ǯȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ǰȱ ¢ȱ
ȱȱęȱȱȱȱOAiǰȱȱȱ
triángulo equilátero AŗAŘAřȱ ǻęȱ ŗǼǰȱ ȱ 
Ai = (AXiǰȱAYiǰȱAZiǼȱȱȱȱR de la circunfe-
ȱȱ¤ȱȱȱ¤ȱ¢ȱȱȱ-
àȱΌi de las iƽŗǰȱ Řǰȱ řȱ ȱ ¤ǯȱȱ ȱ
ǰȱi = (XiǰȱYiǰȱZiǼȱȱȱàǰȱęȱȱ
el vector iǰȱȱȱàȱȱȱȱàȱ
de longitud LAȱȱȱàȱȱȱ (en for-
ȱȱǼȱȱȱȱȱ¤ǯȱ
ȱȱǰ Ci = (CXiǰȱCYiǰȱCZiǼȱȱȱàǰȱ
ęȱȱȱȱOCiǰȱȱ ȱàȱȱ-
ȱȱȱàȱȱȱàȱȱȱǯȱȱ
puntos Ci forman un triángulo equilátero CŗCŘCř ins-
crito en una circunferencia de radio rȱǻęȱŗǼǯȱȱ
ȱȱàȱȱȱȱȱȱ-
ǰȱęȱȱ ˆiu ǰȱȱȱȱȱ-
cia donde está inscrito el triángulo AŗAŘAřǰȱ¢ȱȱȱ
que los paralelogramos no permiten rotaciones entre 
ȱȱęȱ¢ȱȱàǰȱ¡ȱȱȱȱàȱ·ȱ
ęȱȱ ˆiu  en los puntos iȱ¢ȱCiǯȱȱȱiȱ¢ȱ
Ciȱȱȱàȱȱȱȱȱȱ
ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ǰȱ ȱ ȱ
ȱȱȱęȱȱȱȱȱȱȱ-
àȱ iˆv perpendicular a ˆiu ȱ¢ȱȱàȱȱȱ. 
Finalmente el punto P = (PXǰȱPYǰȱPZǼǰȱ¢ȱàȱȱ




ȱȱ ȱ ęàȱ·ȱȱ -
ȱȱȱ¢ȱȱȱȱȱÛȱ¤ǰȱ
ȱȱęȱȱÇȱǰȱȱǰȱȱ
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ęàȱ ·ȱ ȱ ȱ i-ésima cadena cine-





men del espacio de trabajo del robot frente a variaciones 
en los parámetros RǰȱLAȱ¢ȱ. En el caso de los paráme-
tros LAȱ¢ȱǰȱȱàȱȱȱȱȱȱȱ
ȱȱ¢ȱǰȱȱȱȱȱ
caso de Rȱ ȱ àȱ ȱ ǯȱȱȱ ęȱ
ȱȱȱȱęàȱȱȱȱ-
vea un espacio de trabajo superior al provisto por la con-
ęàȱ ȱ ȱ ǻȱ ŗǼǰȱ ȱ ȱ ȱ LA o  
ȱ ¤ȱ ȱ ęàǰȱ ȱ ȱ -
ȱȱȱȱȱȱ¢ȱȱ-
ȱȱÛȱ¢ȱȱÇȱȱǰȱȱȱȱȱ
toma Rȱ ȱ¤ȱȱ ęàǰȱ ȱ ȱ
aumentar el espacio de trabajo del manipulador redu-
ȱȱÛȱȱȱȱęǯȱȱȱǰȱ-
nar los parámetros LA o  implica montar sobre cada 
cadena cinemática los actuadores necesarios para gene-
ȱȱęàǰȱȱȱÇȱȱȱ










en los ejes XǰȱYȱ¢ Zȱȱęȱȱȱ-
ȱȱȱȱǰȱȱȱȱȱ-
junto de posiciones que ofrezcan soluciones para el 
ȱ ȱ ȱ àǰȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ¤ȱ
ȱȱȱȬàȱȃȱ¤ȱȱ-
àȄǰȱȱȱȱȱȱȱ¤ȱȱ
con el espacio de trabajo del robot. Después cada uno 
de los puntos que conforman esta nube se considera 
como el centro de un cubo de arista igual al diferencial 
seleccionado para realizar el barrido de coordenadas en 
los XǰȱYȱ¢ȱZǰȱȱȱȱȱ·ȱȱȱȱȱ-
lumen de cada uno de estos cubos se puede obtener una 
¡àȱȱ ȱ ȱȱ ȱȱ ȱ
ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ęàȱ ȱ ȱ
parámetros RǰȱLAȱ¢ȱ. Es importante mencionar que 





El objetivo de este trabajo no es desarrollar un estra-
ȱ ȱ ęȱ ȱ ȱ ȱ ȱ
ȱ ȱȱ ǰȱ ȱȱȱȱ ·ȱȱȱ
ȱȱęàȱȱȱȱȱ-
empeño cinetostático del robot.
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ǰȱ ȱ ȱ ȱ ȱȱ¤ȱ ȱ ȱ ȱ
ȱȱȱ¤ȱǻǰȱŗşşşǼǰȱ-
ȱȱȱȱȱàȱȱ£ȱȱȱ-










ȱ¡ȱ ȱȱ àȱ ȱȱ ȱ
coordenadas de puntos claves pertenecientes al mismo 
ǰȱȱȱȱȱàȱȱȱȱ
ȱȱàȱȱǯ
El análisis directo consiste en encontrar las coorde-
nadas del punto P para un conjunto dado de coordena-
das generalizadas qiǯȱȱȱęǰȱȱȱȱ
previamente las coordenadas de los puntos Ai = (AXiǰȱ
AYiǰȱAZiǼȱ¢ȱi = (XiǰȱYiǰȱZiǼǰȱȱȱȱȱęȱ
de la siguiente forma:
 




los puntos Ci = (CXiǰȱCYiǰȱCZiǼȱȱ-
sario considerar que si CŗCŘCř es un 
triángulo equilátero inscrito en una 
circunferencia de radio rǰȱ ȱ
las coordenadas de CŘȱ¢ȱCř se pue-





   
ǻŚǼ
ǰȱ ȱ ȱ CXŗǰȱ CYŗǰȱ CZŗ debemos 
ȱȱȱȱǰȱȱiȱƽȱŗǰȱŘǰȱřǰȱ
ȱȱȱà
    x   Ři i i i     ȱ ȱ ȱ ǻśǼ
ȱøǰȱȱȱȱȱP se pueden ob-
tener fácilmente de la siguiente forma
T T  ŗ ŗ ŗ ŗ ŗǻ  ǰ  ǰ ǼX Y ZP C r C r C ȱ ȱ ǻŜǼ
ȱȱ ȱȱ¤ȱ ȱȱȱȱ
las coordenadas generalizadas qi dadas las coordenadas 
del punto PǯȱȱȱȱǻŜǼȱȱȱ¡ȱȱ-















ȱ ȱ ȱ ǻŝǼ
¢ȱ ǻŘǼȱ ¢ȱ ǻŝǼȱ ȱ ȱ àȱ ȱ ǻśǼȱ ȱ
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£ȱǱȱȱȱàȱȱȱȱ£ȱ
ȱ ȱ ȱęǰȱȱ ¤ȱ-
tuales se añaden al mecanismo. Tomando en cuenta 
ǰȱȱȱȱȱȱȱȱȱ-
laciones de la iȬ·ȱȱ¤ȱǻęȱŚǼȱǱȱ
Ŗ ŗ$i ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ àȱ ȱ
ȱǰȱ ŗ Ř$i  es el tornillo asociado con la arti-
àȱȱȱȱęȱȱȱȱAiǰȱ
Ř ř$i  
¢ȱ ř Ś$i ȱȱȱȱȱȱȱàȱ-
ȱęȱȱȱȱiǰȱ¢ȱęȱ
Ś ś$i ȱ¢ȱ
ś Ŝ$i  
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un mecanismo de tres grados de libertad puramente 
ǰȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ
puede representar como sigue














 representa la magnitud de la velocidad 
asociada al Ȭ·ȱ ȱ¢ȱǰȱ Çęǰȱ
ZŖ ŗ
i  es la magnitud de la velocidad asociada al tornillo 
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iq  es la i-ésima velocidad generalizada del robot.
ȱȱȱàȱȱȱȱ-
cidades generalizadas del robot con el estado de veloci-
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ǰȱȱȱ
se denota por {* ;*ȀǰȱȱȱÇȱLi a ambos lados de la 
àȱ ǻŗřǼǰȱ ǰȱ ȱ ȱ àȱȱ ·ǰȱ
ȱȱȱȱà
  ȱ ǻŗŜǼ
ȱàȱ ǻŗŜǼȱ ȱ ȱȱ£Ȭ   das de robot  ª º¬ ¼   ŗ Ř ř
T
iq q q q  con el estado de veloci-   ȱȱȱȱàȱ ª º ¬ ¼
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cobianas de cinemática directa e inversa respectiva-





ciones singulares del mecanismo resulta un poco com-
plicado. Con el planteamiento presentado en esta 
àȱȱȱȱȱ¢ȱ¤ǰȱȱǰȱȱ
matriz ¡ es singular cuando det(¡ǼȱƽȱŖȱ¢ȱȱȱ
cuando los vectores ˆ ip ȱȱȱǰȱ
ȱȱ ȱȱȱȱǯȱȱȱ
ǰȱȱ£ȱq es singular cuando det(qǼȱƽȱŖǰȱȱȱ
ocurre cuando alguno de los elementos de la diagonal 
de qȱȱȱǰȱȱȱȱȱȱ-
¤ȱȱȱȱ¡ȱȱ-
Çȱȱȱ ȱ ȱ ŗ Ř$i ȱ ¢ȱ ȱ ÇȱLi sean 
Çǰȱȱȱ^ `1 2$ ; 0i iL  . Finalmente sin- 
gularidades combinadas surgen cuando det(¡ǼȱƽȱǻqǼȱƽȱŖǰȱ
ȱ ȱ ȱ ȱȱęȱ¢ȱ ȱàȱ ȱ-
ȱǰȱȱǰȱAŗAŘAř = CŗCŘCřȱ¢ȱȱ-











¡ȱȱ Çȱ ȱȱ ȱ Ûȱ -
netostático de un robot manipulador; el número de 
àȱǻ¢ȱ¢ȱ	ǰȱŗşŞŘǼǰȱȱȱ
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sobre el desempeño cinetostático del robot se utiliza el 
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donde A representa el elemento de la iȬ·ȱ ęȱ ¢ȱ 
-ésima columna de la matriz A para la que se quiere 
calcular la norma de Frobenius.
ȱøȱȱ àȱȱ ȱȱȱ
cuantitativo asociado con el desempeño cinetostático 












¡     
  1T  ǰ ǰ ǰ ǰ ǰ i       
Análisis del desempeño cinetostático de un robot paralelo tipo Delta reconfigurable
Ingeniería Investigación y Tecnología, volumen XVI (número 2), abril junio 2015: 213-224 ISSN 1405-7743 FI-UNAM220
ȱȱȱȱ¢ȱȱȱȱȱęȱśȱȱ
presentan únicamente resultados para un plano que 
pertenece al espacio de trabajo útil del robot (ZȱƽȱȮřŝśȱ
Ǽǯȱȱȱȱ¤ȱ·ȱR van 
ȱŗśŖȱȱřŖŖȱȱȱȱȱŘśȱǯ
ȱ ȱ ęȱ śȱ ȱ ȱ ȱ ȱ -
ȱȱ¢ȱ·ȱȱȱȱȱY del nú-
ȱ ȱ àǰȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ȱ
ȱȱȱȱ¢ȱȱȱȱ
la medida que se acercan a las fronteras del plano de 
estudio.
ȱȱȱ ȱ ȱ¤ęȱȱ ȱ
ęȱśȱȱȱàǰȱȱȱȱȱęàȱ
inicial Rȱ ƽȱ ŗśŖȱǰȱ ȱ øȱȱ àȱ ȱ ȱ



















en la medida que se incrementa el valor de Rǰȱ ȱ
ȱȱȱȱȱ¢ȱȱȱȱǯȱȱ
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corresponden al análisis de los puntos Pȱ ƽȱ ǻŗŘŖǰȱŗŖŖǰȱ

























Num. cond. R=150 mm. Z=-375 mm

















Num. cond. R=175 mm. Z=-375 mm















Num. cond. R=200 mm. Z=-375 mm




















Num. cond. R=225 mm. Z=-375 mm

















Num. cond. R=250 mm. Z=-375 mm




















Num. cond. R=275 mm. Z=-375 mm
















Num. cond. R=300 mm. Z=-375 mm
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pues el comportamiento general del número de condi-
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ȱ Ŝǰȱ ȱ ȱ ȱ ȱ ¤ȱ ȱ ȱ 
PȱƽȱǻŖǰȱȮŘŘŖǰȱȮřŝśǼǰȱȱȱȱȱ-
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trados anteriormente es similar en todo el espacio de 
ȱ ȱ ǯȱ ȱ ǰȱ ȱȱ ȱ ȱ ȱ




ȱàȱȱȱȱ¤ȱR con el número 





Encontrar el valor para el parámetro R que permita ob-
ȱȱÇȱøȱȱàȱk para una deter-
minada pose del robot P bajo ciertos parámetros 
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estrategia se está optimizando el desempeño cinetostáti-
ȱȱǯȱȱȱęȱŝȱȱȱ¤ȱȱ





El análisis presentado en este trabajo permite deter-
ȱȱęàȱ·ȱȱȱȱ-
ga el mejor desempeño cinetostático posible para una 
àȱ ǯȱ ȱ ǰȱ ȱ øȱ ȱ àȱ ȱ ȱ
puede utilizar como criterio para resolver el problema 
de múltiples soluciones que tiene el modelo cinemático 





robot paralelo tipo Delta cuando se somete a un estrate-
ȱ ȱ ęàȱ ·ǯȱ ȱ ȱ -
ȱ ȱ ȱ ȱ ęàǰȱ
·ȱȱȱȱàȱȱȱȱ-
àȱȱȱȱȱ¢ȱȱȱȱ-











longitud del parámetro Rȱȱǰȱȱǰȱȱȱ-
dida que aumenta el parámetro Rȱ¢ȱȱȱ
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da que se incrementa el valor de Rǰȱȱȱȱȱȱ
ȱ ȱ £ȱ ȱ ǰȱ ȱ ȱ ęȱ
ȱ ȱ àȱȱ ȱȱȱȱ ȱ
ȱÇȱǰȱȱȱȱȱęȱ¤-
ȱȱ·ȱȱȱȱȱ£àǯ
En este trabajo se utiliza la estrategia de £àȱ
ȱȱȱȱȱàȱȱÇȱȱ
ȱȱàȱȱȱȱøȱȱàȱ¢ȱȱ
longitud del parámetro R. El resultado que se obtiene al 
aplicar esta estrategia representa el tamaño necesario 
ȱ ȱ ȱ ęȱ ȱ £ȱ ȱ ȱ Ûȱ -
netostático del robot para una determinada pose. Si este 
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